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Objetivos de Aprendizagem

e Definir formalmente uma Gramatica Livre de Contexto.

e Demonstrar o processo de derivacao (= *) de uma sentenca, aplicando a
sequéencia de regras a partir do simbolo inicial.

e Entender o cenceito de Hierarquia de Linguagens.

e Explicar a importancia central das GLCs no projeto de um analisador sintatico
(parser) de Linguagens de Programacao e

e Entender por que a utilizacao de Formas Normais (como a FNC) é necessaria para
eliminar ambiguidades e garantir que o parsing seja eficiente.
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Gramatica

e Formalismo para definir linguagens formais.
e Uma gramatica mostra como gerar todas as palavras de uma linguagem.
e Utilizam recursao.
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Hierarquia de Chomsky

Linguagem Gramatica Maquina de Aceitacao
3 Regular Regular Automato Finito
2 Livre de Contexto Livre de Contexto Automato com Pilha

1 Sensivel ao Contexto Sensivel ao Contexto Automato Linearmente Limitado

0 Rec. Enumeravel Irrestrita Maquina de Turing
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O Poder das GLCs

e Limitacao das LR (Linguagens Regulares)
o AFs possuem "memoria limitada" (finita).
o Ndo conseguem contar ou expressar estruturas de balanceamento, como {a™b"|n > 0}.
> 0 Lema do Bombeamento para LRs comprova que L = {a’b"|i > 0} nao é regular.

e LLCs Aumentam a Expressao

o GLCs permitem descrever estruturas recursivas balanceadas.
o Exemplo classico: Balango de parénteses ()™ ou blocos begin"end".

o Aplicacao central: GLCs sao fundamentais no projeto de um analisador sintatico (parser),
especificando a gramatica formal de Linguagens de Programacao (LPs).
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Definicao Formal

e GLC (Gramatica Livre de Contexto) é uma quadrupla G = (V, X, P, S).

Simbolo Componente Descricao
V Conjunto de Variaveis Simbolos nao-terminais.
> Alfabeto de Terminais Simbolos da linguagem gerada.
P Conjunto de Regras  Regras de producao (substituicao). Formato: « — (3
S Simbolo Inicial Variavel de partida para a derivacao (S € V).

e Restricao Principal: V' e X devem ser disjuntos (X NV = ¢).
e Variavel inicial: Ao lado esquerdo da primeira regra, a menos que seja especificado o contrario.
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Exemplo 1

Considere a gramatica GG com as regras de producao abaixo:

A — 0Al . V=1{A,B}

A— B e S=A

B — # e P={A— 041 | B,B — #}
o > ={0,1,#}

Podemos gerar a cadeia 000#111 pela sequéncia de producoes (uma derivacao):
A= 041 = 00411 = 0004111 = 0008111 = 000#111
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Convencoes e Componentes (V e X2)

e Variaveis (V)

o Representam categorias sintaticas (e.g., Sentenca, Expressao, Verbo).
o Geralmente representadas por letras maiisculas (A, B, C...).
o Simbolos nao-terminais
o Cada variavel representa uma sub-linguagem.
e Terminais (X))

o 530 os simbolos que formam as palavras finais (o alfabeto da linguagem).
o Analogos ao alfabeto de entrada dos Automatos Finitos.

o Geralmente representados por letras minisculas, nameros ou simbolos especiais (e.g.,
a,b,0,1,+)
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Componentes e a Natureza "Livre de Contexto"

e Regras de Producao (P)
o Sao regras de substituicao no formato: yu — v.
o Em GLCs, a estrutura e restrita:

= Lado Esquerdo (y): Deve ser uma Gnica variavel (A € V).
= Lado Direito (v): Pode ser qualquer cadeia de variaveis e/ou terminais (v € (V U X)%).
 Caractere "Livre de Contexto"

o Aregra A — w significa que o nao-terminal A pode ser substituido por w.

o Essa substituicao é sempre valida, independentemente do contexto (u e v) em que A aparece
(i.e., uAv = wwo).

e Simbolo Inicial (S)

o E avariavel que inicia o processo de derivacdo de qualquer sentenca da linguagem.
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Aplicacao de Regras e Notacao

Derivacao (=-): A aplicacao de uma regra de substituicao.
Exemplo de Regra: A — 0A1.
Mecanica de Substituicao:

o Se na cadeia atual aparecer A, ele pode ser substituido por 0 A1.

o Sejar = aesqgAagir e A — S umaregra, entao o = QtesqSgir-

Tipos de Geracao (Derivacao):

o o = [3: B é gerada diretamente a partir de ¢ (1 passo).
o v =* (B B é derivavel a partir de o (aplicando 0 ou mais regras).
o a = [ B éderivavel a partir de o (aplicando 1 ou mais regras).

A distincao entre — (regra/producao) e = (aplicacao da regra/derivacao) é fundamental.
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Exemplo 2

Seja G = ({a,b},{S, A}, P,S) com o conjunto de regras
P={S—aAS|a,A— SbA | SS |ba}.
S — aAS
S —
S—a
A — SbA
A— 5SS
A — ba

Podemos gerar a cadeia aabbaa, pela derivacao:
S = aAS = aSbAS = aabAS = aabbaS = aabbaa
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Derivacao e Formas Sentenciais

e Forma Sentencial: Qualquer cadeia @ € (V' U X)* que é derivavel a partir do simbolo inicial (
S =* «). Pode conter variaveis e terminais.

e Sentenca: Uma forma sentencial que contém somente terminais (¢ € X*). E uma palavra valida
na linguagem L(G).

e Derivacao Mais a Esquerda: Uma ordem de substituicao que, a cada etapa, substitui a variavel
nao-terminal mais a esquerda. Usada por analisadores sintaticos descendentes (Top-Down).

13/33
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Exemplo de Derivacao em Sequencia

e GLC Classica para Palindromos: G : S — aSa|bSb|a|b|A.
e Derivacao da Sentenca 'baab'":

Aplicacao | Forma Sentencial | Variavel Substituida

1 S — bSb bSb S
2 S — aSa baSab S
3 S — A baab S

S = bSb = baSab = baab

e Conclusao: baab é uma sentenca de L(G) porque S =* baab.
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Arvore de Derivacao (Parse Tree)

« Definicao: Uma estrutura de arvore que representa graficamente as substituicoes
aplicadas na derivacao.

o Componentes:

o Raiz: O Simbolo Inicial (.S).
o Nos Internos: Variaveis (A € V).
o Folhas: Terminais (@ € X)) ou \.

o Ordem: Os filhos de um no interno A correspondem ao lado direito da producao
A — X1X5...X,,lidos da esquerda para a direita.

. Exemplo: Arvore para 'baab' (usando a derivacao anterior) na lousa.
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Linguagem da Gramatica

e Definicao Formal: A linguagem gerada por uma GLC 5 € o conjunto de todas as sentencas (cadeias
de terminais) que podem ser derivadas a partir do simbolo inicial .S:

LG)={we X" | S="w}

e LLCs vs. LRs: Todas as Linguagens Regulares (Tipo 3) sao também Linguagens Livres de Contexto
(Tipo 2), mas o contrario nao é verdadeiro.
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Exemplos de Linguagens LLC

Linguagem Descrigao GLC

Cadeias com 7 'a's seguidos de 2

Li={a'b|i>1} s S — aSb| ab
Ly = {w | w = w’} Palindromos sobre {a, b}. S—aSa|bSb|a|b| A
Balanco entre Os e 1s, seguido S — AB
L3 ={0"1"2% | n,k >0
3 =1 | m k> 0} por qualquer niumero de 2s. A—0A1| X B—2B| )
L4 (Parénteses aninhados) Cadeias de parenteses bem S —(S5)S | €

formadas.

e Observacao: Aregra A — )\ permite a geracao da palavra vazia.
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Propriedades de Fechamento de LLCs

e O conjunto das LLCs e fechado para algumas operacoes:
o Uniao: Se L e L9 sao LLCs, entao Ly U Lo também e LLC.

= Esboco de Prova: Criar uma nova GLC com um novo simbolo inicial S’ e regras
S" — S1 | S5 (onde S7 e Ss sao simbolos iniciais de L1 e Ly).

o Concatenacao: Se L; e Lo sao LLCs, entao L1 Lo também é LLC.
o Fecho de Kleene (x): Se L; é LLC, entao L7 também é LLC.
e Limitacoes (Nao Fechamento):

o Intersecao: O conjunto das LLCs NAO é fechado para intersecao.

= Exemplo: L1 = {a'b’c’} e Ly = {a’b’c'} sdo LLCs, mas L1 N Ly = {a'b’c'} nado
e LLC.
o Complemento: O conjunto das LLCs NAO é fechado para complemento.
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Limitacoes Intrinsecas

e O que LLCs nao conseguem descrever:

o Enquanto LLCs conseguem fazer balanceamento duplo (e.g., a™b™), nao conseguem realizar
balanceamento triplo.

e Exemplos de Linguagens NAO Livres de Contexto:
o Triplo Balanceamento: L = {a™b"c" | n > 0}.

= Intuicdo: O Automato com Pilha (AP) tem apenas uma pilha. Ele consegue contar e
balancear a's com b's. Mas, se precisar balancear c's também, a informacao original (sobre
a's ou b's) ja foi perdida na pilha.

o Cadeia Duplicada: L = {ww | w € {a,b}"}.

= 0 AP nao consegue armazenar uma palavra w inteira na pilha para depois compara-la com
0 segundo w da entrada.
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Lema do Bombeamento para LLCs

e Proposito: Técnica usada para provar que uma linguagem NAO é Livre de Contexto.

e |deia Central: Se L e uma LLC infinita, qualquer palavra z suficientemente longa deve ter
repeticoes de variaveis em sua arvore de derivacao (ciclos).

e Estrutura do Lema (Simplificada):

o Se L e uma LLC, existe uma constante k tal que para toda palavra z € L com \z[ > k, z pode
ser dividida em cinco partes: z = uvwzxy.

o As restricoes sao:

a. [vwzx| < k(o 'bombeamento’ deve ocorrer dentro de uma subarvore limitada).
|fux| > 1 (pelo menos uma parte a ser bombeada nao é vazia).

c. uv'wx’ y € L paratodo 2 > 0 (a repeticao das partes v e x deve manter a
palavra na linguagem).

e Diferenca chave: O Lema para LLCs permite 0 bombeamento de duas secoes (v e x)
simultaneamente, refletindo o poder de empilhar e desempilhar fornecido pela pilha.
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Formas Normais (FN): Introducao e Pré-processamento

e Motivacao: GLCs sao flexiveis, mas essa liberdade dificulta a construcao de analisadores sintaticos
e 0 uso em algoritmos de reconhecimento. FNs impoem restri¢oes nas regras, facilitando o design
de parsers e provas.

e Ftapas de Simplificacao (Pré-FN): Para alcancar as FNs, transformacoes sao necessarias.
i. Remocao de Recursividade no Simbolo Inicial: Introduzir S’ — S para garantir que S
Nao seja recursivo.
ii. Eliminacao de Regras X (Nulidade): Remover A — A exceto S — A(se A € L(G)).
iii. Eliminacao de Regras de Cadeia (Unitarias): Remover regras do tipo A — B.

iv. Remocao de Simbolos Initeis: Remover variaveis que nao geram terminais (TERM) e
aquelas que nao sao alcancaveis (REACH).
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Forma Normal de Chomsky (FNC)

e Definicao: Uma GLC esta na FNC se todas as suas regras de producao tém a seguinte forma:

A — BC (onde B,C € V\ {S})
A —a (ondea € )
S— A (seXe L(G))

e Propriedade Chave: As arvores de derivacao na FNC sao sempre binarias.
e Esboco de Conversao (Regras Remanescentes):
i. Terminais Misturados: Substituir terminais na RHS que nao estao sozinhos (
A — aBC'...)pornovas variaveis (A" — a).

ii. Cadeias Longas: Substituir regras com mais de dois simbolos na RHS (
A — X1X9X3...)introduzindo novas variaveis temporarias, como em A — X717,
T7 — X915, e assim por diante, até o par final.
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Forma Normal de Greibach (FNG)

e Definicao: Uma GLC esta na FNG se todas as suas regras de producao tém a seguinte forma:

A—aAiAs... A, (ondeacXeAd; € V\{S}

A—-a ou S— )\

e Propriedade Chave: Toda derivacao na FNG adiciona exatamente um terminal no inicio da cadeia
a ser derivada.

e Necessidade: A FNG garante a remocao da recursividade a esquerda (direta e indireta).
Recursividade a esquerda (A — Ap) causa looping infinito em analisadores Top-Down
(Descendentes).

e Esboco de Conversao:

. Garantir que a GLC esteja simplificada e sem recursividade a esquerda.

ii. Substituir variaveis no inicio da RHS (e.g., A — Bw) usando as regras de B para forcar o
primeiro simbolo a ser um terminal.
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Algoritmos de Reconhecimento (Parsing)

e Analisador Sintatico (Parser): Componente que verifica se uma palavra w pertence a linguagem

L(Q).

. . . . Simula
Estrategia Descricao . Exemplos de Parsers
Derivacao
Top-Down Constroi a arvore da raiz (S) para as Mais a LL(k), Parser Recursivo
(Descendente) folhas (terminais). Esquerda. Descendente.
Bottom-Up Constroi a arvore das folhas (terminais) Mais a Direita LR(k), CYK (Cocke-
(Ascendente) para a raiz (S), reduzindo sequéncias. (reversa). Younger-Kasami).
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Analisadores Top-Down

e LL(k): "Left-to-right scan, Leftmost derivation, looking ahead k tokens."

e Mecanismo: Tenta adivinhar qual producao aplicar a uma variavel (topo da pilha) olhando para os
proximos k simbolos da entrada.

e Restricao: Exige que a gramatica nao tenha recursividade a esquerda (por isso a FNG é importante).
e Implementacao (AP Descendente):

i. Empilhar o Simbolo Inicial (S).

ii. Se o topo for uma Variavel (A): Substituir A por todas as regras A — w;. (Non-
determinismo, ou escolha preditiva no LL(k)).

iii. Se o topo for um Terminal (a): Comparar com o proximo simbolo de entrada. Se coincidir,
desempilhar e consumir o simbolo de entrada.

25/33
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Analisadores Bottom-Up

e LR(k): "Left-to-right scan, Rightmost derivation (in reverse), looking ahead k tokens."

e Mecanismo: A principal operacao é a Reducao. Quando um padrao de simbolos (terminais e/ou
variaveis) corresponde ao lado direito de uma regra, ele é reduzido para a variavel no lado
esquerdo.

e Tipos Comuns: LR(0), SLR, LALR. Esses parsers sao considerados 0s mais poderosos na pratica
(aceitam a maior classe de GLCs deterministicas).
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O Automato com Pilha e a Analise

e AP (Automato com Pilha): Maquina aceitadora de LLCs (Tipo 2). Essencialmente um Automato
Finito Nao-Deterministico (A) mais uma pilha de memoria ilimitada.

e Funcao de Transicao (0): Define a mudanca de estado e o manuseio da pilha.
§:0Q x (UM} x (T U{A}) = P(Q x (TTU{A}))
e Mecanica da Transicao (Exemplo): d(g;, a, A) = |g;, B:

o No estado g;, lendo a na entrada e tendo A no topo da pilha...
o ..vai para o estado g, desempilha A, e empilha B.
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Aplicacao em Compiladores

e Analise Léxica (Lexing/Scanning):
o Funcao: Agrupar caracteres de entrada em tokens (e.g., identificadores, palavras-chave,
operadores).
o Formalismo: Linguagens Regulares (LRs), Expressoes Regulares (ERs) e Automatos Finitos.
e Analise Sintatica (Parsing/Sintaxe):
o Funcao: Verificar se a sequéncia de tokens esta estruturalmente correta, seguindo as regras da
Linguagem de Programacao (LP).
o Formalismo: Gramaticas Livres de Contexto (GLCs).
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Ambiguidade e a Construcao da AST

e Problema da Ambiguidade:
o Uma GLC é ambigua se uma palavra (w) possui duas ou mais arvores de derivacao (ou duas ou
mais derivacoes mais a esquerda).

o Em LPs, isso é indesejavel, pois leva a miltiplas interpretacoes estruturais (e.g., precedéncia de
operadores).

o Exemplo: E - E+ E | E x E | id para a cadeia ¢d + td X id.
o Arvore Sintatica Abstrata (AST):

o 0 objetivo final do parsing é gerar uma representacao hierarquica da estrutura do codigo.

o A AST (Abstract Syntax Tree) & uma versao simplificada da Arvore de Derivacao, eliminando
detalhes sintaticos irrelevantes e focando na estrutura semantica para posterior geracao de
codigo.

PUC-Campinas | Prof. Dr. Denis Martins | denis.mayr@puc-campinas.edu.br 29/33


mailto:denis.mayr@puc-campinas.edu.br
mailto:denis.mayr@puc-campinas.edu.br

Exercicios de Criacao de GLCs

1. GLC para Linguagem com Contagem Desbalanceada (LLC):

o Desenvolva uma GLC para L, = {a"b™ | m > n, e n,m > 0}.(0 nimero de b's é
estritamente maior que o niimero de a's).

o Dica: Gaste os a's em par com b's, e garanta que reste pelo menos um b.
2. GLC para Expressao Aritmética (Parénteses):

o Desenvolva uma GLC (usando variaveis E, T', F) que aceite expressoes simples com soma e
multiplicacao (e.g., a X a + a).
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Exercicios de Derivacao e Ambiguidade

1. Derivacao (Sequéncia):
o Dada a GLC G:
S — aSa | aBa

B — bB | A

o Mostre a sequéncia de derivacido mais a esquerda para a sentenca aab?a (i.e., aabba).
2. Verificacao de Ambiguidade:

o AGLC GG a seguir, que gera cadeias com 0 mesmo numero de 'a's e 'b's, & ambigua? Justifique.

S— 55 |aSb|bSa| A

o Dica: Tente encontrar duas derivacoes mais a esquerda (ou duas arvores) para a cadeia ab.
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Perguntas para Reflexao (Discussao)

1. Poder de Expressao: Por que as GLCs, mesmo sendo mais poderosas que as LRs,

ainda nao conseguem descrever linguagens como {a"b"c" } ou {ww}? O que falta
no modelo do Automato com Pilha?

2. Ambiguidade na Pratica: Por que a ambiguidade de uma gramatica &€ um problema
grave no contexto de um compilador de Linguagem de Programacao?

3. Recursividade vs. Forma Normal: Qual é a relacao entre recursividade a esquerda (

A — Ap) e a eficiéncia de um analisador sintatico Top-Down? Que Forma Normal
resolve este problema e por que?
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Resumo /[ Principais Licoes

e Formalismo: GLCs (Tipo 2) sdo definidas por G = (V, X, P, S), onde o lado esquerdo de cada
regra € uma unica variavel.

e Capacidade: GLCs descrevem estruturas que exigem balanceamento e memoria infinita (e.g.,
parénteses aninhados, a™b™), superando as Linguagens Regulares.

e Aceitacao: Sao reconhecidas pelo Automato com Pilha (AP), que usa uma pilha para memoria.

e Parsing: A analise sintatica (parsing) usa estratégias Top-Down (LL) ou Bottom-Up (LR) para
construir a arvore de derivacao.

e Restricoes: FNC e FNG impoem formatos restritos as regras para facilitar algoritmos de analise e
garantir a remocao de recursao a esquerda.

e Limitacao: LLCs nao conseguem balancear trés ou mais quantidades distintas (e.g., a™b"c").
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