Visdo Computacional

Gradiente Descendende e Backpropagation
Prof. Dr. Denis Mayr Lima Martins

Pontificia Universidade Catdlica de Campinas



https://denmartins.github.io/teaching/2025-visao-computacional
https://denmartins.github.io/
https://www.puc-campinas.edu.br/

Recap: Uma CNN € apenas uma grande equagao

Considere o0 esbo¢o de equacao de uma CNN:

D
2, = Z[Wj(,? (flatten(pool(¢(conv(z; W) + b<c>))))j} + b

j=1

e Durante o treinamento, precisamos ajustar cada parametro da CNN de forma a
diminuir o erro da rede.
» O problema principal do treinamento é a otimiza¢ao dos parametros da rede.



Objetivos de Aprendizagem

» Conceituar e Aplicar a otimizacado de fungdes de custo em Deep Learning.
o Descrever as variantes do algoritmo Gradient Descent.
o Compreender e Derivar o funcionamento de Back-Propagation.



Motivacao: O Desafio do Treinamento

O treinamento de um modelo de Deep Learning (DL) é um problema de otimizagao.

 Objetivo: Encontrar o conjunto de parametros (w, b) de uma rede neural que
minimiza uma fungdo de custo (ou perda) L.

« A fungo de custo L(w, b) mede o quio "ruim" o modelo f(x; w, b) ¢ em mapear
as entradas x para as saidas desejadas y.

A

¢ = argmin L(9)]

Onde ¢ representa o vetor de todos os parédmetros (w, b) do modelo.



Funcdo de Custo: O que estamos minimizando?

A fungao de custo mais comum, especialmente para
problemas de regressao, é o Erro Quadratico Médio (MSE):

e O MSE calcula a média dos erros quadraticos entre a Not convex
saida prevista pelo modelo f(x,; w, b) e a saida real

y,, para N exemplos de treinamento.

L(w,b) = = 3 (fxus w,b) — 3,,) Convex

 Para classificacdo, a Funcao de Perda de Entropia
Cruzada (ou Cross-Entropy Loss) é preferida, pois

deriva naturalmente da maximizagao da Funcdo Convexa x Ndo-
verossimilhanca. Convexa. Fonte:
Wikipedia.

O Desafio: A funcdo L geralmente é ndo-convexa para
redes profundas, possuindo multiplos minimos locais e
pontos de sela (saddle points).


https://en.wikipedia.org/wiki/Convex_function

O Conceito de Gradiente (V L)

Para encontrar o ponto de minimo de E(W), utilizamos o gradiente, que é um vetor de
derivadas parciais.

« O gradiente V L(w) aponta na diregdo de maximo crescimento da func3o.
e Portanto, o oposto do gradiente, —VE(W), aponta na direcdo de descida mais
ingreme (steepest descent).

Definicdo Matematica: O gradiente é o mapeamento que leva um vetor de pardametros w a
um vetor de derivadas parciais:
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Veremos mais detalhes na lousa.



Gradient Descent

O algoritmo Gradient Descent (GD) é o método geral de minimizagao que usa informacgdes
lineares locais para mover-se iterativamente em diregcdo a um minimo (local).

O Algoritmo em 2 Passos:

1. Calculo: Calcule o gradiente da funcéo de custo L em relagdo aos parametros w.
2. Atualizagao: Atualize os parametros dando um "passo" no sentido contrario ao

gradiente (descida).
Férmula de Atualizacao Central:
Wi = Wy — nV.L(Wy)

« Onde w; sdo os parametros na iteragdo t, e 7 > 0 é a taxa de aprendizado (7 -
learning rate), que controla o tamanho do passo.



Exemplo: Regressao Linear 1D
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Fonte: Simon Prince (Understanding Deep Learning).


https://udlbook.github.io/udlbook
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Gradiente Descendente: Exemplo
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Exemplo de Gradiente Descendente. Fonte: Simon Prince (Understanding Deep Learning).
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Gradiente Descendente: Exemplo

Efeito da Learning Rate
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Exemplo de Gradiente Descendente. Fonte: Simon Prince (Understanding Deep Learning).


https://udlbook.github.io/udlbook

Gradiente Descendente: Exemplo

Proximo passo: Calculo do Gradiente
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Exemplo de Gradiente Descendente. Fonte: Simon Prince (Understanding Deep Learning).


https://udlbook.github.io/udlbook

Gradiente Descendente: Exemplo

Proximo passo: Gradiente Negativo
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Exemplo de Gradiente Descendente. Fonte: Simon Prince (Understanding Deep Learning).
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Exemplo de Gradiente Descendente. Fonte: Simon Prince (Understanding Deep Learning).
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Batch Gradient Descent (BGD)

O BGD é a forma mais pura do algoritmo, utilizando o conjunto de treinamento completo (
N exemplos) para calcular o gradiente em cada iteracao.

» O gradiente calculado é a média de todas as perdas individuais /;:
1 N
VL(w) = — Vi;(w
(%)= 7 2 Vh(w)

e Vantagem: O gradiente é exato (para o conjunto de treinamento), resultando em
convergéncia estavel e suave.

« Desvantagem: E computacionalmente caro, pois requer a passagem
(forward/backward) por todos os dados em cada passo de atualizagao.



import numpy as np

# Funcao simples: para d=2, temos f(w_1,w_2) = w_I*xw_1 + w_2%w_2
def f(w):
return np.sum(wskw)

# Gradiente (deriavada) da funcao
def grad(w):
return 2xw



def gradient_descent(func, grad_func,
w_init, n_epochs=100,
1r=0.001, verbose=0):

0

w_init

i
W

while i < n_epochs:
# conduct gradient update step
delta_w = -1lr * grad_func(w)
w =w + delta_w

if verbose > 0:
print(f"f = {func(w)};\tw: {w}")

1+=1

return w



# Ponto de inicio
w_init =
# Learning rate
0.01

# Aplica gradient descent

lr

w_opt = gradient_descent(

— —h —h —h —h —h —h —h —h —h

np.array([10,10])

f, grad, w_init, n_epochs=10,
lr=1r, verbose=1)
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Stochastic Gradient Descent (SGD)

O SGD modifica o BGD calculando o gradiente com base em apenas um Unico exemplo de
treinamento (|S| = 1).

o O gradiente VI;(w) é calculado para um exemplo 7 amostrado aleatoriamente:
Wil = Wy — nVli(Wt)

 Vantagem: E muito mais rapido, pois a complexidade por atualizacao nao cresce
com V. O ruido adicionado pode ajudar a escapar de minimos locais e pontos de
sela.

e Desvantagem: O gradiente é ruidoso (alta variancia). A convergéncia é ruidosa e
instavel.

Taxa de Aprendizado (Learning Rate): Em SGD, é crucial diminuir 77 ao longo do tempo
(schedule), pois o ruido inerente impede a convergéncia tradicional.



Mini-Batch Gradient Descent (M-BGD)

O M-BGD (ou simplesmente SGD) é o padrdo moderno, utilizando um subconjunto B de M
exemplos (1 < M < N).

e Mini-Batch: Um pequeno grupo de amostras, geralmente com tamanho M €
(poténcias de 2 sdo comuns).
e O gradiente é calculado como a média das perdas no mini-batch:

VLp(w Z Vii(w
’LEB

Beneficio do M-BGD: M-BGD equilibra a estabilidade do BGD (estimativa menos ruidosa
que SGD puro) com a eficiéncia do SGD (nao precisa processar todos os dados). O
paralelismo de hardware (GPUs) é otimizado para o processamento em lotes.



Gradient Descent: Resumo dos Algoritmos

Método Tamanho do Batch (/) Freq. de Atualizacdo Custo Computacional

BGD NN (Total de Dados) Baixa (1/Epoch) Alto

SGD 1 Alta (1/Exemplo) Baixo

M-BGD 1< M<N Média (1/Mini-Batch) Médio



O Desafio dos Gradientes em Redes Neurais

Uma rede neural profunda é uma composi¢cao massiva de fungdes (layers ou "gates").
E(X, ¢) — L o f(L) o) O-(L_l) O+++0 0—(1) o) f(o) (X)

« O Problema: Precisamos calcular VL(¢) (o gradiente da perda em relag&o a cada
parametro W) e b(") em todas as camadas [).

e Calcular essas derivadas diretamente é inviavel, pois resultaria em expressoes
extremamente longas e redundantes.

Solucao: O algoritmo Back-Propagation (BP). BP utiliza a regra da cadeia para calcular o
gradiente de forma eficiente, reutilizando calculos parciais em uma passagem reversa
(backward pass) pela rede.

Leita também: https://xnought.github.io/backprop-explainer/


https://xnought.github.io/backprop-explainer/

A Regra da Cadeia (Chain Rule) Revisitada

O BP é fundamentado na Regra da Cadeia do calculo diferencial.

1. Caso Simples (Escalar): Se z = f(y) ey = g(x), a derivada de zemrelagdo a x é o
produto das derivadas locais:

dz dz dy

dx dy dx
2. Caso Multidimensional (Jacobianos): Se y = g(x) (mapeamento de R" — Rl) e

Z — f(y) (mapeamento de R! — R™), a derivada é o produto das matrizes Jacobianas
(matrizes de derivadas parciais):

Jtog(x) = J£(9(x))J4(x)

e Em DL, a perda L (escalar) depende dos parametros W (matriz), o que torna a
notagcao mais conveniente usando vetores de gradientes.



Backpropagation: O Forward Pass (Ativacdes)

Antes de calcular os gradientes, precisamos executar o Forward Pass (Passagem para
Frente). O Forward Pass calcula as ativagdes de cada camada, que serdo usadas
posteriormente no Backward Pass para calcular os gradientes.

Notacao:

o x(: Vetor de ativagdes da camada .

« s(0: Vetor de pré-ativacOes da camada [ (somas antes da funcgao o).
o W(l), b®): Parametros (pesos e vieses) da camada [.

 0: Funcgdo de ativacdo (e.g., ReLU, T'anh).

Calculos Iterativos:

0 =x (Input)

x!
st) = Wx(0-1) + b  (soma ponderada)
xV) = a(s?) (ativagio)

« Requisito: Todas as pré-ativacdes s!) e ativacdes x() devem ser armazenadas na
memoria (trade-off de memoria).
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https://xnought.github.io/backprop-explainer/

Backpropagation: O Backward Pass

O Backward Pass calcula os gradientes afnfﬂ) e 3(?(;) trabalhando de tras para frente (da

camada L para a camada 1), utilizando a Regra da Cadeia.

Passo Inicial (Camada de Saida L): Gradiente da Perda L

1. Céleulo -2£-: Calcule o gradiente da perda £ em relacgo a saida da rede x(£)

ox(L) *
(depende diretamente da fun¢do de perda escolhida).

2. Calculo G‘Zé) (Erro de Saida): Propague este gradiente através da funcao de

ativacdo o da camada L:
 Isto & um produto pontual (elemento a elemento, ®) entre o gradiente da

camada seguinte e a derivada local da func&o de ativagdo o’.

oc oL
— (L)
5D~ aem 27
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https://xnought.github.io/backprop-explainer/
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Backward Pass. Fonte: Backpropagation Explainer.

Calculamos os gradientes:
oL _ oL
T 7.68 = 3.8

Atualizamos os parametros (considere a learning rate n = 0.01):
w:=w—no& = (1) — (0.01) - (—7.68) = 1.0798
b:=b—n2E =(0)—(0.01) - (—3.8) = 0.038

Com os novos parametros, temos um loss menor:

£ = ((1.0798)(2.1) + 0.038) — 4)2 = 2.87


https://xnought.github.io/backprop-explainer/
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Backward Pass: Propagacdo do Erro ( PO

O erro (gradiente da perda) € propagado de volta da pré-ativacao s() para a ativacao da
camada anterior x(\-1),

« Isto é realizado através da multiplicagao pelo transposto (W(l)T) da matriz de
pesos w.
= Este célculo informa como uma mudanca na camada anterior x(*~1) afeta a
perda L através das conexdes em w.

Férmula de Propagacao (Gradients w.r.t. Activations):

oL T oL
_ (wa))

Ox (1) Os()
oL
ox(-1) '

€ assim sucessivamente.

Continuacao: Apos calcular a Regra da Cadeia é aplicada novamente para obter

oL
55(1—1)




Backward Pass: Gradientes dos Parametros

Uma vez que o vetor de erro a%) (o0 "erro" da camada [) é conhecido, o célculo dos

gradientes dos parametros W e bW & direto e local.

()

1. Gradiente dos Pesos (W ) A derivada da perda em relagdo ao peso W é o produto

8[1

1
do erro — pela ativacado da camada anterior xgl ),

oL oL T
_ (1)
aw®  8s0) (X )

2. Gradiente dos Vieses (b ) O gradiente do viés é simplesmente o erro da camada:

oL oL

ab® s




Frameworks Modernos: Diferenciacao
Algoritmica

Felizmente, ndo precisamos implementar o Backward Pass manualmente em cada projeto.

» Frameworks de Deep Learning (PyTorch, TensorFlow) utilizam Diferenciagao
Algoritmica (Algorithmic Differentiation) para calcular gradientes automaticamente.

o Cada componente (funcao linear, ReLU, perda) sabe como calcular suas préprias
derivadas locais.

e O framework constroi o grafo computacional e usa a regra da cadeia para compilar o
Backward Pass, garantindo eficiéncia maxima (muitas vezes duas vezes mais caro
que o Forward Pass).



import torch.optim as optim

# Definicao do modelo e perda (omissos)
# model = ...
# loss = ...

# 1. Zera gradientes (evita acumulacao)
optimizer.zero_grad()

# 2. Forward Pass
predictions = model(inputs)
loss_value = criterion(predictions, targets)

# 3. Backward Pass (Calculo Automatico)
loss_value.backward() # Computa dL/dW para todos os W

# 4. Atualizacao (Gradient Descent)
optimizer.step() # w « w — n * dL/dw



import torch
import torch.nn as nn

torch.manual_seed(1)

w = torch.empty(2, 3)
nn.init.xavier_normal_(w)
print(w)

tensor([[ 0.4183, 0.1688, 0.0390],
[ 0.3930, -0.2858, -0.1051]])



w = torch.tensor(1.0, requires_grad=True)
b = torch.tensor(0.5, requires_grad=True)
x = torch.tensor([1.4])

y = torch.tensor([2.1])

z = torch.add(torch.mul(w, x), b)

loss = (y-z).pow(2).sum() # Erro Quadratico
loss.backward()

print('dL/dw : ', w.grad)
print('dL/db : ', b.grad)

print(2 * x *x ((w % x + b) = y)) # Computando dL/dw

dL/dw : tensor(-0.5600)
dL/db : tensor(-0.4000)
tensor([-0.5600], grad_fn=<MulBackwardo>)



Otimizadores

. SGD
Otimizador mais utilizado € o Adam — Momentum
(Adaptive moment estimation): y | e
,,’,:,l””,, I:’:’,l/,',',l'/,"l’/""/ () Adadelta
4 /,, ,,,;l/,,’l,l,ll',', 7% Y R
my = Blmt—l + (1 — Bl)VQL , | 4 "'“,";'/ msprop
0
(/
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-4
ng = e U Yt 1.0
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\/’07 + € Otimizadores em Deep Learning. Fonte:
Analytics Vidhya.
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Minimos locais e globais. Fonte: Simon Prince (Understanding Deep Learning).


https://udlbook.github.io/udlbook

Otimizacao por Gradiente Descendente
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GD versus SGD. Fonte: Simon Prince (Understanding Deep Learning).
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Resumo

e Treinamento é a busca por argm1n[£(¢)]

e Gradient Descent usa o oposto do gradiente para
dar passos iterativos em dire¢gdo ao minimo.

e Mini-Batch Gradient Descent (M-BGD) é o padrao
(e o mais robusto).

e Equilibra a baixa variancia do BGD e a alta
velocidade do SGD puro, além de se beneficiar do
paralelismo da GPU.

e Backpropagation é o método eficiente para
calcular os gradientes de uma composicao
complexa de fungdes (rede neural).

o Otimizadores Adaptativos: Extensdes do SGD,
como Momentum e Adam, ajustam a direcao
ef/ou o tamanho do passo para acelerar a
convergéncia e navegar melhor em paisagens de
perda complexas. Leitura Recomendada:

« Leitura Recomendada: Understanding Capitulo 8.
Optimization in ML with Gradient Descent &
implement SGD Regressor from scratch



https://rumn.medium.com/understanding-optimization-in-ml-with-gradient-descent-implement-sgd-regressor-from-scratch-4e11dac74c9

Perguntas e Discussao

e O Mini-Batch Gradient Descent (M-BGD) é o padrao atual. Discuta as razdes pelas
quais o M-BGD (e ndo o Batch Gradient Descent puro) se tornou o método preferido,
considerando a eficiéncia computacional em arquiteturas modernas (GPUs) e as
propriedades de convergéncia.

» Funcodes de custo em Deep Learning sao tipicamente nao-convexas. A literatura
sugere que, para redes profundas e largas, minimos locais com alto custo sdo raros.
Contudo, o M-BGD introduz ruido que pode ajudar a escapar de minimos locais.
Como a natureza ruidosa do SGD se manifesta na trajetdria de otimizacao e por que
isso é crucial para evitar pontos de sela (saddle points) em espacgos de alta
dimensao?

» Backpropagation (BP) é essencial porque evita o calculo redundante de gradientes
via regra da cadeia. O que exatamente precisa ser armazenado durante o Forward
Pass para que o Backward Pass funcione?

e O otimizador Adam (Adaptive moment estimation) combina ideias do Momentum e
do AdaGrad. Explique o papel da normalizacao (escalonamento pelo quadrado da
média dos gradientes) no Adam e como isso ajuda a equilibrar as taxas de
atualizacao entre diferentes camadas ou parametros do modelo.


https://arxiv.org/abs/1412.6980

